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Irodalom: THOMAS-féle KALKULUS 3. Typotex. ISBN 978 963 9664 28 9. Ingyen elérhetd
elektronikus valtozatban: http://www.interkonyv.hu/konyvek/Thomas kalkulus 3.

1.(2016-02-16).

Bevezetés (skalarterek — tobbvaltozos fliggvények, térgorbék-sikgorbék, feliiletek,
vektoranalizis, komplex fiiggvények).

Skalarterek. Derivalas altalanos (invarians) esetben.

Kétvaltozos valos fliggvények. Grafikon, szintvonalak. Descartes, polar koordinatak.
Derivalas (parcialis, totalis, kapcsolatukra vonatkozd tételek bizonyitassal, ellenpélda).
Gradiens, Nabla irasméd. Magasabb derivaltak — vegyes parcialis derivaltak felcserélhetdsége
(bizonyitas nélkiil).

Példak. f(x,y)= 1-x-y, (1-x2-y?)%%, x>+y?, x2-y2, U( x>+y?)Ys .

2. (2016-02-18).

Taylor polinom. Erintdsik.

Széls6érték problémak (lokalis, globalis - kompakt halmazon). f(x,y)= x*+y?-2y vizsgalata
(lokalis szélséérték, x*+y?*<=4 halmazon a hatdr paraméterezésével).

Hazi feladat (opcionalis): Thomas 3, 14.1 11, 14.3 43, 14.7 17, 35.

3. (2016-02-23).

Derivalasi szabalyok (lancszabaly). Iranymenti derivalt. A gradiens 2 szemléletes jelentése.
Feltételes széls6értek (max/min f(x,y)=?, g(x,y)=0). f(x,y)= x>+y?-2y vizsgalata az x>+y*=4
halmazon.

Inverz, implicit fliggvény tétel (megkezdés).

4. (2016-02-25).

Inverz, implicit fiiggvény tétel (folytatas). Feltételes szEéls6érték (sziikséges feltétel g(x,y)=0,
0f/ox=0, 0f/0y=0 bizonyitasa).

Széls6érték kompakt halmazon. Példa: f(x,y)= x*+y2-2y-2x az x=0, y=0, x+y=3 egyenesek
altal hatarolt kompakt tartomanyon.

Normal tartomany. Kettds integral. Példa: V: 0<x<I, 0<y<l-x, 0<z<1l-x-y térfogat
kiszamitasa (kétféleképpen, elemi, integralas).

Hazi feladat (opcionalis): Thomas 3, 14.7. 33, 14.8. 1.

5. (2016-03-01).

Kettés integral. Normal tartomany — felcserélhetéség. Példa — f(X,y)=y exp(-x?), D: 0<y<I,
y><x<l.

Helyettesités (altalanos eset, polar koordinatak). Példa: f(x,y)= (1-x2-y?)%, D: x?+y?*<I.
Improprius integralok. Példa - f(X,y)= exp(-x2-y?), D: 0 <x,y<co .

A kettds integral alkalmazasai (teriilet, térfogat, valtoz6 slriiségli lemez tomege,
tomegkozéppontja, tehetetlenségi nyomatéka). Példa — f(X,y)= x*+y?, D: x>+y*<1.

6. (2016-03-03).

Kettés integral. Néhany tovabbi megjegyzés (polar koordinatakra attérés szemléltetése,
tartomanyok teriilete, néhany alkalmazas). Példak: Az y=2x, y=x> gorbék altal hatarolt
kompakt halmaz teriilete, a D: 0<x<3, 0<y<3-X; 0<x<3, 0<y<sqrt(9-x?) homogén lemezek
tomegkdzéppontja.
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Harom- és tobbvaltozos fiiggvények. Szintfeliilet. Derivalas. Taylor polinom. Lokalis
sz¢élsoérték sziikséges, elégséges feltétele. Sylvester kritérium.

7. (2016-03-08).

Harom- és tobbvaltozos fiiggvények. SzElséérték kompakt halmazon.

Implicit fiiggvény tétel, inverz fliggvény tétel altalanos esetben.

Feltételes széls6érték (paraméterezés, Lagrange-féle multiplikatorok).

Harmas integral Descartes koordinatakban. Helyettesités (henger koordinatak). Példa: gula,
kuap térfogata.

8. (2016-03-10).

Helyettesités (gombi koordinatak). A gomb térfogata.

Harmas integral alkalmazésai (térfogat, valtozo surliségli testek tomege, tomegkozéppontja,
tehetetlenségi nyomatéka).

Példamegoldas:

(i) Feltételes széls6értékre (az x+y=6, y+2z=12 sikok metszésvonalanak tavolsaga az
orig6tol).

(i1) Gombbel metszett kup térfogata (kétféleképpen - henger, gdmbi koordinatak).

(iii) Improprius harmas integralok szamitasa (felajanlva otthonra)

9. (2016-03-17).
Minta zérthelyi dolgozat megoldésa.

10. (2016-03-22).

Vektor értékti figgvények. Térgorbék. Ivhossz szerinti paraméterezés. Frenet-formulak.
Gorbiilet, torzid. A gorbeelmélet alaptétele (bizonyitassal). A szamitasok elvégzése (attérés
ivhossz szerinti paraméterezésre, €rintd, normalis, binormadlis egységvektorok, gorbiilet,
torzid) a csavarvonalra.

11. (2016-03-24).
1. zéarthelyi dolgozat.

12. (2016-03-24).

Gorbiilet, torzid szamitdsa tetszOleges paraméterezés esetén. A csavarvonal gorbiiletének,
torziojanak kiszamitasa e modszerrel. Sikgorbe gorbiilete.

Feliilletek, mint fiiggvények. Bevezetés. Feliiletek felszine (altalanos alak, z=f(x,y) alak).
Példa (a gdmb felszine).

13. (2016-03-29).

Vektor-vektor fiiggvények. Szemléltetési modok. Derivalt tenzor €s invariansai (divergencia,
rotacid). Nabla operator. Példak derivalasra ( d/dr (u(r) v(r))=vegradu+u dv/dr; div(u(r)
v(r))=v-gradu+u divv ; div(r? r)=5r?).

14. (2013-03-31).

Nabla operator kétszeres alkalmazdsa. A divgradu=Au, rotgradu=0 részletesen, a tobbi
vazlatosan.

Vonalintegral (definicio, példak — gravitacio, arctan(y/x)). A gorbe ivhossza.

Feliileti integral (definicio). A feliilet felszine.

15. (2016-04-05).



Integral atalakitasi tételek. Altalanos Stokes kimondasa. Gauss-Osztrogradszkij, Stokes,
Potencial elmélet, mint specialis eset kimondasa a nabla operator segitségével.
Potencialelmélet (bizonyitas: potencialos, konzervativ, rotdcidomentes vektormezdk).

16. (2016-04-07).

Potencialelmélet (bizonyitas befejezése). Modszerek a potencialfiiggvény meghatarozasara.
Divergencia és rotacidmentes vektormezok. Az 1/sqrt(x*+y*+z?) harmonikus fiiggvény.
Tovabbi tételek (Green).

Stokes tétele sikbeli vektormezdk esetére.

17. (2016-04-12).

Komplex szamok fogalma, komplex algebra 6sszefoglalasa.

Komplex fliggvény derivalasa. Cauchy-Riemann egyenletek. Harmonikus tarskeresés (
V(X,y)=2xy ). A derivalt szemléletes tartalma, konformis leképezések. Példak: f(z)=iz, 72, 1/z,
z konjugalt — a kettd sugaru kor els6 sik negyedbe esd részének a képe.

18. (2016-04-14).

Elemi komplex fiiggvények (exp, In, sin, cos, stb.) sorfejtés, valos, képzetes rész,
tulajdonsagok.

Komplex integral. Derivalhato komplex fliggvények integralja. Cauchy tétel, Cauchy formula.

19. (2016-04-19).

A derivalhato komplex fiiggvények analitikusak (bizonyitassal).

Egész komplex fiiggvények. Korldtos egész fiiggvény konstans. Az Algebra alaptételének
bizonyitasa.

Példa a Cauchy formula hasznélatéara integralok kiszamitdsdhoz (1/(1+x? a valos tengelyen).
Egyértelmiiségi tétel (konvergens sorozat pontjaiban megadott komplex fiiggvények).

20. (2016-04-21).

Laurent-sor. Komplex fliggvények Laurent sorba fejtése.

Komplex fliggvények izolalt szingularitdsai (megsziintethetd, polus, lényeges).
Reziduum tétel. Reziduum kiszamitasa egyszerti polus esetén.

21. (2016-04-26).

Reziduum tétel. Reziduum kiszamitasa polus esetén.

Komplex linedris tortfliggvények meghatarozasa 3 pont képe alapjan, korok, egyenesek képei
(szintén korok, egyenesek).

A sinx/x integraljanak kiszamitasa a valds tengelyen az exp(iz)/z fliggvény segitségével.

22. (2016-04-28).
Minta zarthelyi dolgozat megoldasa.

23. (2016-05-03).

Tovébbi feladatmegoldés a komplex fiiggvénytan témdjaban.

Fiiggvény sorozatok, sorok. Pontonkénti, egyenletes, abszolut konvergencia.

Tételek egyenletesen konvergens sorozatokra, sorokra (folytonossag, derivalhatosag,
integralhatosag).

24. (2016-05-05).
2. zarthelyi dolgozat.



25. (2016-05-05).

Fiiggvénysorok. Abszolut, egyenletes konvergencia. Weierstass kritérium.

Hatvanysorok. Konvergencia sugar, derivalas, integralds. Kozelitdé szamitadsok. Taylor,
Maclaurin sorok.

26. (2016-05-10).

Hatvanysorok. Hatarértékek kiszamitésa.

Trigonometrikus polinom alakra hozas (trigonometrikus, exponencidlis azonossagok
felhasznalasaval). Fourier sorok. Egyiitthatok meghatarozasa (L2, C? terekben).

27. (2016-05-12).
f(x)=x2, f(x)=sign(x), f(x)=|x| Fourier sora. Nevezetes sorésszegek kiszamitasa. Fourier sorok
pontonkénti (Dini tétel), egyenletes (sorosszeg altalanositasa, Fejér tétel), L? konvergenciaja.

28. (2016-05-17).
Minta vizsgadolgozat megoldésa.

29. (2016-05-19).
Osszefoglalas. Szobeli tételjegyzék attekintése.



